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母集団と標本

• 標本統計量（標本平均、標本分散など）また
はそれから構成される量は決まった量とはな
らず、確率に従って変化する。つまり、確率
変数となる。

• 母集団の特質が決まると標本が従う確率分布
（標本分布）も一意に決まる。



標本分布
左図のように正規母集団か
らその一部の標本を無作為
に取り出す。この標本の集
合はそれ自体が何らかの確
率分布に従う。この確率分
布は標本分布と呼ばれる。
ここでは代表的な３つの代
表的な標本分布であるχ 2分
布、 t分布、F分布を説明し
ていく。

正規母集団



χ2分布の解説



χ2分布.１
【定義】標準正規分布に従うn個の独立な確率変数
をu1, u2, …, unとするとき、それらの２乗和 

を新たな確率変数とする標本分布を、自由度nのχ2

分布と呼ぶ。その確率密度関数は 

で与えられる。
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赤い部分は証明が必要



χ2分布.２
《証明》 
xの従う確率分布の特性関数は以下で与えられる。 

となり、それぞれの確率変数uiは独立で同一の標準正規
分布なので 

となり１つの確率変数の期待値を求めn乗すればよい。
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χ2分布.３
《証明のつづき》 
１つの確率変数の期待値 

　変数変換 
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χ2分布.４
《証明のつづき》 
χ2分布の特性関数 

逆フーリエ変換 

Q.E.D.
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χ2分布.５
〔証明で利用した公式〕 

　変数変換 
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χ2分布.６
〔ガンマ関数〕
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χ2分布.７
χ2分布の例
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χ2分布.８
χ2分布のキュムラント展開 

　対数関数の無限級数展開公式 

各オーダーのキュムラント 

平均　　　　　　　　　　分散
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χ2分布.９
【別バージョンの定義】正規母集団N(μ,σ2)に従うn
個の独立な変数をx1, x2, …, xnとするとき、次の量 

を新たな確率変数とする標本分布を、自由度nのχ2

分布と呼ぶ。
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χ2分布.１０
２０歳男子の身長データーか
ら無作為に５０００人分（平
均と分散を合わせた正規乱
数）を取り出して、そのデー
ターを５人を一組として先の
処理を施したデーター（１０
００個）のヒストグラムと理
論PDFを比較した。
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χ2分布.１１
標本を取り扱う際には、多くの場合母平均μは不明
である。 

そこで母平均の代わりに標本平均を利用すると、
次の定理が成立する。 
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χ2分布.１２
正規母集団の標本x1, x2, …, xnが存在し、その２乗
和を母分散で規格化したもの 

を新たな確率変数とする標本分布を、自由度n−1

のχ2分布に従う。 

自由度が減る理由 標本平均を固定したため 

　　　　　　　　から１つの標本が他の修正する
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χ2分布.１３
S/σ2の自由度n−1のχ2分布では、平均と分散は 

となり、標本分散s2の平均と分散は上式より
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このようにχ2分布は標本分散s2を評価する標本分
布であり、これらの性質から母分散を推測するこ
とが可能である。



χ2分布.１４

２つの独立なχ2分布があるとする。一つは自由度
m、もう一つは自由度nのとき、それぞれの確率変
数がxとyとする。この和x＋yは自由度m＋nのχ2分
布に従う。

χ2分布の加法定理



χ2分布.１５（分布表）

P
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自
由
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t分布の解説



t分布.１
【定義】標準正規分布に従う変数をu、自由度nの
χ2分布に従う変数をvとするとき、変数 

を新たな確率変数とする標本分布を、自由度nのt
分布と呼ぶ。その確率密度関数は 

で与えられる。
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t分布.２
《証明》 
変数を変換しても同一範囲内における確率（積分値）
は変わらないとは 

で表現される。以下ではこの変換公式を利用してい
く。
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t分布.３
《証明のつづき》 
確率変数u、vの確率密度関数 

　変数変換 y = v
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t分布.４
《証明のつづき》 
確率変数x、yの確率密度関数 
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t分布.５
《証明のつづき》 
確率変数yに関する積分を実行すると確率変数xに対す
る確率密度関数が求まる。 

　積分公式 
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t分布.６
t分布の例

fn=1 x( ) = 1
π
1+ x2( )−1

fn=2 x( ) = 1
2 2

1+ x
2

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
3
2

fn=3 x( ) = 2
3π

1+ x
2

3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−2

fn=4 x( ) = 3
8
1+ x

2

4
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
5
2

fn=5 x( ) = 8
3 5π

1+ x
2

5
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−3

fn=6 x( ) = 15
16 6

1+ x
2

6
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
7
2

fn=7 x( ) = 16
5 7π

1+ x
2

7
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−4

n→∞で標準正規分布に移行する。

0.000001

0.00001

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
x

n=1
    2
    3
    4
    5
    6
    7

f(x
)

Normal
Distribution

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
x

n=1
    2
    3
    4
    5
    6
    7

f(x
)



t分布.７
自由度無限大 

　　　　　　　　　　　　　　　標準正規分布となる
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t分布.８
平均の導出 

　変数変換 
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t分布.９
分散の導出
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t分布.１０
分散の導出のつづき 
　積分公式
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ただし、n<3では分
散は発散し求めるこ
とができない。



t分布.１１
統計量 

特性関数
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t分布.１２
【別バージョンの定義】正規母集団N(μ,σ2)に従うn
個の独立な変数をx1, x2, …, xnとするとき、中心極
限定理よりこの変数を標本とする標本平均は正規
分布N(μ,σ2/n)に従う。この標本平均を標準化した
変数　　　　　　　　と母平均からの差の２乗和
を母分散で除した変数         　　　　　から構成
される変数 

を新たな確率変数とする標本分布を、自由度nのt
分布と呼ぶ。

u = x − µ( ) n /σ 2

v = xi − µ( )2
i=1

n

∑ /σ 2

x = u
v / n



t分布.１３

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

H
is

tg
ra

m
 fo

r d
at

a

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-3 -2 -1 0 1 2 3

PD
F

x

２０歳男子の身長データーか
ら無作為に５０００人分（平
均と分散を合わせた正規乱
数）を取り出して、そのデー
ターを５人を一組として先の
処理を施したデーター（１０
００個）のヒストグラムと理
論PDFを比較した。

fn=5 x( ) = 8
3 5π

1+ x
2

5
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−3



t分布.１４
標本を取り扱う際には、多くの場合母平均μは不明
である。そこで母平均の代わりに標本平均を利用
すると、次の定理が成立する。 
正規母集団の標本x1, x2, …, xnが存在し、標準正規
分布に従う変数を　　　　　　　  、自由度n−1の
χ2分布に従う変数を　　　  とし、それによって構
成される新たな確率変数 

　　　　　　　　　は自由度n−1のt分布に従う。
u

v / n −1( )
=
x − µ
s2

n

u = x − µ( ) n /σ 2

v = S /σ 2結論としては標本分散で標準化された標本平均
はt分布に従うことを意味しており、この分布は
標本平均を評価するのに利用でき、母平均の推
測に活用できる。



t分布.１５（分布表）
確率値

自
由
度

t 20,0.05( ) = 2.086

t(n, p)0
p/2 p/2
- t(n, p)



F分布の解説



F分布.１
【定義】自由度n1のχ2分布に従う変数v1と自由度n2

のχ2分布に従う変数v2とするとき、変数 

を新たな確率変数とする標本分布を自由度(n1, n2)

のF分布と呼ぶ。その確率密度関数は 

で与えられる。

x = n2v1
n1v2

f x( ) =
Γ n1 + n2

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Γ n1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ Γ

n2
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n1
n2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n1
2
x
n1
2
−1 n1

n2
x +1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
n1 +n2
2

赤い部分は証明が必要



F分布.２
《証明のつづき》 
確率変数v1、v2の確率密度関数 

　変数変換 

fv1,v2 v1,v2( ) = fv1 v1( ) fv2 v2( ) = e
−v1
2
−v2
2

4Γ n1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ Γ

n2
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

v1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n1
2
−1 v2

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n2
2
−1

x = n2v1
n1v2

∂v1
∂x

= n1y
n2
, ∂v1
∂y

= n1x
n2
, ∂v2
∂x

= 0, ∂v2
∂y

= 1

J = ∂v1
∂x

∂v2
∂y

− ∂v1
∂y

∂v2
∂x

= n1y
n2

y = v2



F分布.３
《証明のつづき》 
確率変数x、yの確率密度関数 

fx,y x, y( ) =
e
−v1
2
−v2
2 v1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n1
2
−1 v2

2
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2
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J =
e
−n1xy
2n2

− y
2 n1xy
2n2

⎛
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⎞
⎠⎟

n1
2
−1

y
2

⎛
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−1 n1y
n2

4Γ n1
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⎞
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⎞
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              =
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n1
2

2
n1
2
+n2
2 Γ n1

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ Γ

n2
2
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2
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F分布.４
《証明のつづき》 
確率変数yに関する積分を実行すると確率変数xに対す
る確率密度関数が求まる。 

Q.E.D.

f x( ) = dy
0

∞

∫ fx,y x, y( ) =
n1
n2

⎛
⎝⎜
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F分布.５
F分布の例

fn1=1,n2=1 x( ) = x
−
1
2

π
x +1( )−1

fn1=2,n2=1 x( ) = 2x +1( )−
3
2

fn1=1,n2=2 x( ) = x
−
1
2

2 2
x
2
+1⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
−
3
2

fn1=3,n2=1 x( ) = 6 3x
1
2

π
3x +1( )−2

fn1=2,n2=2 x( ) = x +1( )−2
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−
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f6,2 x( ) = 81x2 3x +1( )−4
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f2,6 x( ) = x
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f6,1 x( ) = 405
2

x2 6x +1( )−
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F分布.６
平均 

　　　自由度n1には依存しない。 
　　　n2＞2でしか存在しない。 

分散 

　　　n2＞4でしか存在しない。

µ =
n2

n2 − 2

σ 2 =
2n2

2 n1 + n2 − 2( )
n1 n2 − 2( )2 n2 − 4( )



F分布.７
F分布の公式 

《証明》 

とおくと、上公式が成立するということは 

が証明されればよい。

F n1,n2; p( ) = 1
F n2 ,n1;1− p( )

p = dx
xA

∞

∫ fn1 ,n2 x( ) xA = F n1,n2; p( )

p = dx
0

xA
−1

∫ fn2 ,n1 x( )



F分布.８
《証明のつづき》 

　変数変換 

= − dy
∞

xA∫
1
y2

Γ n1 + n2
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F分布.９
《証明のつづき》 

Q.E.D.

=
Γ n1 + n2
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∫ fn1 ,n2 x( )



F分布.１０
２つの正規母集団N(μ1,σ12)とN(μ2,σ22)に従う分布が
存在し、それぞれから大きさn1とn2の標本を選び出
し、それぞれの２乗和を母分散で規格化した変数
を考慮する。 

それぞれ変数はχ2分布に従う。新たな変数 

は自由度(n1−1, n2−1)のF分布に従う。

v1 =
S1
σ 1
2 = n1 −1( ) s1

2

σ 1
2 , v2 =

S2
σ 2
2 = n2 −1( ) s2

2

σ 2
2

v1 / n1 −1( )
v2 / n2 −1( ) =

s1
2σ 2

2

s2
2σ 1

2

このようにF分布は標本分散の比率を評価する標
本分布であり、これらの性質から母分散比率を推
測することが可能である。



F分布.１１（分布表）
確率値

自
由
度
２

F 20,10,0.025( ) = 3.42

自由度１

PP

F n1,n2 ,P( )
F n1,n2 ,1− P( )
= 1 / F n2 ,n1,P( )

F 20,10,0.975( ) = 1
F 10,20,0.025( )

=
1
2.77

= 0.361


